TD Déterminant

KFuW Exercice 1 Z A Calculer sous forme factorisée les déterminants suivants : Ind : Utiliser des opérations sur lignes.
1 w? w 1 1 1 cosa cos(a+ k) cos(a+ 2k)
L lw 1 W? otw=e¥/3 2. la+b b+c a+c 3. |cosb cos(b+k) cos(b+ 2k)
wow 1 ab be ac cosc cos(c+ k) cos(c+ 2k)
Calculs
11 0 0
00 0 1 10 -
MAS Exercice 2 Z @ Calculer les déterminants de taille n : V7 = 8 (1] o 8 etVo=1| : - -
10 0 0 Pl
10 ... 0 0

FKB Exercice 3 On considére la matrice de permutation M, = (5i)0(j)). Calculer det M.
v76 Exercice 4 Soit A = (a;;) € M,,(K). Calculer det ((—1)"a;;).
s19 Exercice 5 #Z Soit M = |" = * | et H la matrice dont tous les coefficients valent 1.
b e

1. Montrer que l'application f: x — det(M + xH) est un polynéme degré < 1.

2. Calculer f(—b) et f(—a).

3. Sia # b, en déduire det M.

4. Déterminer det M sia = b.

1 0 0 2 1 1
Y04 Exercice 6 Calculer le déterminant de 1 1 , puis, en utilisant la n-linéarité de det, celui de A = !
’ 0 : 1
1 0 1 1 1 2
z 0 0 ap
-1 =z . : ay
Lsc Exercice 7 Soit n > 2. Montrer que le déterminantde | , - - : est égal a 2" + ZZ;S apz®
. z )
0 ... 0 -1 z4an,
01 0 0
704 Exercice 8 # Soit A = |* Ol € M,(R) etz € [~2,2]. On pose d,, = det(z1, — A).
o - -1
0 0 1 0

1. Par convention, dy = 1 et dy = z. Montrer que dy,+2 = xd,4+1 — dj.
2. On pose = = 2 cos f. Montrer que si 6 % 0[], il existe a, 3 € C tels que Vn, d,, = ae’™? + fe~™? En déduire que

sin ((n + 1)0)

d, = ——*%si 0 # 0[n].
n D # 0[]
ro 1 Tp—1
2No0 Exercice 9 Soient x1,...,z, € Cet A =
T2 . T
xrp Tg Zo

1. Donner une expression de A en fonction de la matrice J = (§;=;11[»]) et de ses puissances.

2. Pour k € [0,n — 1], soit wy, = T et X = (w})i<n—1 € C™. Calculer AX}, en fonction du polynéme P = Z?;OI x; X"

n—1

3. % En déduire que det A = ] P(wg).
k=0
J7U Exercice 10 Z Soient x1,...,x, € R.
j—1
1. Donner la valeur de det (a:l )19”,91.
2. Soient (Py, ..., P,) € R,_1[X] une famille de polynémes unitaires avec deg P, = i — 1. Calculer det (P;(z;)).
Indication : On a Vect(Py, ..., Py) = Ri_1[X]. Faire des opérations sur les colonnes.

3. Calculer det (cos((j — 1)xi))i‘j<n

HHY Exercice 11 % DETERMINANT DE CAUCHY Soient (¢;)i<n, et (8;)i<n des complexes, avec o; + 3; # 0. Calculer det (ﬁ) .
= = 05 )i <n
Générique
5LM Exercice 12 Soit A € Moy, 1(K) une matrice antisymétrique. Montrer que A n’est pas inversible.
ccy Exercice 13 2 Soit A € M,,(R) telle que A2 = —1I,,. Montrer que n est pair.
WAs Exercice 14 Z Soit N € M,,(C) nilpotente.
1. Déterminer det N. Dans la suite, on admet que N est semblable a une matrice triangulaire supérieure T'.

2. Déterminer les coefficients diagonaux de 7', puis calculer det([,, + N).
3. Soit U inversible commutant avec N. Montrer que det(U + N) = det U.



069 Exercice 15 Z
1. Soitn > 2 et A € M,,(K) vérifiant VM € M, (K), det(A+ M) = det A + det M.

a) Montrer que A est non inversible. Ind : Prendre M = \A, pour un certain A
b) Soit C' une colonne non nulle de K. Montrer qu’il existe une matrice M inversible dont la i-iéme colonne est C'.

c) Montrer que si A est non nulle, il existe M inversible telle que A + M ne soit pas inversible.

d) Que dire de A?

2. En déduire que si pour toute matrice M, det(A + M) = det(B + M), alors A = B.
304 Exercice 16
1. Soient U,V € M, (K). Montrer que x — det(U + 2V') est une fonction polynomiale en x, et (%) que son degré est < rang V.
2. Montrer que si A, B € M,,(R) sont semblables sur C, alors elles sont semblables sur R.
Indication : Ecrire la relation de conjugaison, avec P = Py + i Ps.
26Y Exercice 17 Soitn € N.
1. Montrer qu’il existe € > 0 tel que si les coefficients de B € M, (R) sont (en valeur absolue) < ¢, alors I,, + B est inversible.
2. Soit A € M,,(R) inversible. Montrer qu’il existe &’ > 0 tel que si les coefficients de B sont < ¢, alors A + B est inversible.
3. Soit A € M,,(R) de rang r. Montrer qu’il existe " > 0 tel que si les coefficients de B sont < ¢, alors rang(A + B) > r.

EDF Exercice 18 % [OraL X] Soit n pair et M € M,,(Z). On suppose que les coefficients diagonaux de M sont nuls, et que les autres
valent +1. Montrer que M est inversible.

Endomorphismes

9pL Exercice 19 Z Déterminer le déterminant et la trace des endomorphismes de C,,[X] suivant :

1. A: P— P(X+1)—- P(X) 2.7: P~ P(X+1)
UKB Exercice 20 Soit F/ un espace de dimension n, F' un sous-espace vectoriel de E et s une symétrie par rapport a F'. Que dire de det s?
RVS Exercice 21 Soit A € M, (K), et p4: B € M,,(K) — AB. Déterminer det ¢ 4.

Déterminants par blocs

T
78] Exercice 22 Z Déterminer le déterminant de la matrice de Mo, (R) donnée par blocs (?n O" )
n n

pUE Exercice 23 Soient A, B,C, D € M,,(R) avec A inversible.

A B

1. Montrer que C D

=det Adet(D — CA™'B). 2. Montrer que si AC = C'4, ’ ‘ = det(AD — BC).

A B
C D
Comatrice

LXR Exercice 24 Z Soit A, B € M,,(K). On suppose K =R, C.
1. On suppose que A, B € GL,(K). Montrer que Com(AB) = Com(A) Com(B).
2. Y% Montrer que pour A € K* assez proche de 0, A — A\, est inversible. En déduire que Com(AB) = Com(A) Com(B).
3. En déduire que si A, B sont semblables, Com(A) et Com(B) le sont également.

001 Exercice 25 & On note GL,,(Z) = {A € M, (Z) | Ainversible et A1 € M,,(Z)}. Soit A € M,,(Z). Montrer que A € GL,,(Z) si
et seulement si det A = +£1.

pcF Exercice 26 % [OraL X] Soit A € M,,(R). Discuter du rang de Com A.

Autres

213 Exercice 27 Soit A € M,,(K), on considére I'application fa: C € M, (K) — > det(Ci| ... |Cj_1|AC;]| ... |Cy) oules C;
j=1

désignent les colonnes de la matrice C. Montrer que f4 = Tr(A) det.
Indication : det est ['unique forme n-linéaire alternée. ..
440 Exercice 28 NOMBRE DE DERANGEMENTS On note D,, I'ensemble des dérangements de S,,, D, = D,, N A, et D,, = D,, \ D;'".
1. Montrer que n! = > | D |(})-
2. En déduire une expression explicite de |an comme une somme.
Indication : Ecrire la relation précédente matriciellement, et I'inverser (exprimer les Dy, en fonction des k!).
3. Calculer |D,f — |D; | En déduire |D:{|
E7U Exercice 29 % On prend K=R,C.
1. Montrer que SL, (K) est engendré par les transvections.

2. En déduire que SL, (K) est connexe par arcs, c’est-a-dire que si A, B € SL,(K), il existe une fonction 7: [0,1] — M, (K)
continue, telle que ¥(0) = A, y(1) = B et Vt, y(t) € SL,(K).

1A8 Exercice 30 % [ENS] Soit £ de dimension d. Déterminer la dimension de I'espace vectoriel des formes n-linéaires alternées sur E.
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